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RESUMEN
En este trabajo se evaluó una estrategia simple para aplicar iterativamente la regla de integración de Leibniz desde cálculo 
elemental a problemas operativos. La regla de integración de Leibniz (también conocida como “fórmula de integración 
por partes”) es una fórmula relativamente simple. Sin embargo, algunos problemas típicos de cálculo de antiderivadas 
requieren aplicar esta fórmula de forma iterativa. Lamentablemente, este proceso provoca soluciones erróneas y que 
requieren mucho tiempo por las diversas aplicaciones de la regla de Leibniz y la complejidad de los cálculos. La estrategia 
propuesta en el presente trabajo reduce el tiempo empleado para obtener las soluciones de aquellos problemas iterativos. 
Además, el procedimiento empleado es simple, fácil de describir algorítmicamente y produce resultados más rápidos. 
Para mostrar la eficiencia de esta estrategia, se realizó un estudio experimental con un grupo de estudiantes de pregrado 
de ingeniería en una universidad pública de México. La capacidad de estos estudiantes para utilizar reglas elementales 
de integración se demostró mediante una prueba preliminar y el grupo se dividió en dos subgrupos, a uno de los cuales 
se le enseñó la regla tradicional de Leibniz, mientras que el segundo aprendió la estrategia estudiada en este trabajo. Los 
resultados mostraron que el enfoque actual produce resultados decisivamente más rápidos que el método tradicional. 

PALABRAS CLAVE: estrategia de resolución de problemas; regla integral de Leibniz; integración recursiva por partes; 
método de solución; evaluación cuantitativa.

ABSTRACT

In this work, a simple strategy for iteratively applying Leibniz's integration rule from elementary calculus to operational 
problems was evaluated. Leibniz's integration rule (also known as the “integration by parts formula”) is a relatively simple 
formula. However, some typical antiderivative calculus problems require applying this formula iteratively. Unfortunately, 
this process leads to erroneous and time-consuming solutions due to the various applications of Leibniz's rule and the 
complexity of the calculations. The strategy proposed in this work reduces the time spent obtaining the solutions of 
those iterative problems. Furthermore, the procedure used is simple, easy to describe algorithmically, and produces 
faster results. To show the efficiency of this strategy, an experimental study was conducted with a group of undergraduate 
engineering students at a public university in Mexico. The ability of these students to use elementary rules of integration 
was demonstrated by a pretest and the group was divided into two subgroups, one of which was taught the traditional 
Leibniz rule, while the second learned the strategy studied in this work. The results showed that the current approach 
produces decisively faster results than the traditional method.

KEYWORDS: problem-solving strategy; Leibniz's integral rule; recursive integration by parts; solution method; quantitative 
assessment.
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I. INTRODUCCIÓN

La resolución de problemas en matemáticas es una de 
las vías de investigación más interesantes en educación 
[1]. Este tema ha sido investigado en diversos niveles 
educativos y en diferentes entornos culturales [2], [3]. 
Algunos estudios han sugerido que el nivel de com-
prensión lectora es crucial en el rendimiento en ciencias 
y matemáticas [4], y se han propuesto diferentes enfo-
ques para mejorar la alfabetización de los estudiantes 
con ese fin. En particular, algunos informes interesantes 
han correlacionado positivamente el entendimiento de 
lectura  y las habilidades de análisis y solución de situa-
ciones matemáticas escritas en las primeras etapas de la 
infancia [5]. Otros estudios han establecido una correla-
ción positiva entre el dominio de la lectura en inglés y 
el rendimiento académico de estudiantes de primer año 
de ciencias y matemáticas en entornos multilingües [6], 
mientras que otros trabajos han demostrado que el uso 
de textos descriptivos facilita el aprendizaje del conoci-
miento científico [7]. Sin embargo, el problema de bus-
car estrategias óptimas para mejorar las habilidades en 
el tratamiento de problemas matemáticos basadas en el 
desarrollo del entendimiento de la información escrita 
es una tarea abierta de discusión e investigación [8].

Vale la pena señalar que los problemas de matemáticas 
en todos los niveles educativos en México varían en su 
naturaleza y grado de dificultad. Por ejemplo, la formu-
lación de problemas es quizás una de las tareas más im-
portantes y críticas en matemáticas [9]. Se demostró que 
la manera en cómo los estudiantes abordan el plantea-
miento de problemas afecta al desarrollo de habilidades 
de resolución de problemas y a la conciencia metacog-
nitiva, en todos los niveles de la educación formal [10]. 
Como han señalado recientemente algunos autores en 
el contexto de la educación matemática en el nivel se-
cundario, las dificultades en la resolución de problemas 
pueden deberse a una falta de capacidad para traducir 
enunciados verbales al lenguaje matemático [11]. Estos 
autores han propuesto algunas conjeturas para minimi-
zar este problema, pero aún falta una solución concreta 
y eficaz. Mientras tanto, otros investigadores han aboga-
do por integrar las artes visuales para enriquecer la edu-
cación matemática en el nivel de escuela primaria [12]. 
Se ha hecho hincapié en el planteamiento de problemas 
en geometría, aunque las mejoras en la comprensión y 
explicación del pensamiento geométrico no muestran 
diferencias con los enfoques tradicionales.

Se han propuesto varias estrategias para aliviar las di-
ficultades en la resolución de problemas matemáticos, 
por ejemplo. Por ejemplo, un diseño multimedia inte-
ractivo [13], un sistema de aprendizaje móvil basado en 
una estrategia colaborativa de planteamiento de pro-
blemas [14] y la propuesta de un enfoque interactivo de 
planteamiento de problemas con el objetivo de unir y 
facilitar el aprendizaje previo y en clase para las aulas 
invertidas [15]. Mientras tanto, otros estudios han ase-
sorado sobre el desarrollo de materiales de aprendizaje 
para mejorar las habilidades de resolución de proble-
mas matemáticos utilizando un modelo de aprendizaje 
basado en problemas [16] y el diseño y análisis de guio-
nes colaborativos para mejorar la autorregulación y la 
alfabetización matemática [17].

Actualmente, hay muchos enfoques diferentes para re-
solver la resolución de problemas en matemáticas en 
todos los niveles educativos y los recursos propuestos 
para resolver las dificultades van desde la teoría hasta el 
uso de artefactos tecnológicos adecuados. Sin embargo, 
el problema sigue siendo un tema abierto de investiga-
ción activa [18] que puede estudiarse en el escenario ge-
neral o en casos particulares.

El propósito de este trabajo es abordar una familia 
específica de problemas de cálculo elemental en los 
niveles de secundaria y pregrado  de escuelas mexica-
nas , utilizando un enfoque metodológico novedoso. 
Concretamente, se estudió una estrategia sencilla para 
resolver problemas complejos utilizando la integra-
ción por partes [19]. La fórmula para la integración por 
partes es consecuencia de la regla de diferenciación de 
Leibniz (llamada “regla del producto” en el cálculo di-
ferencial), que puede llevar a una cantidad sustancial 
de cálculos que consumen mucho tiempo y, por tanto, 
errores [20]. En este manuscrito, se examina y propor-
ciona una generalización de un enfoque recientemente 
reportado en la literatura [21] para aplicar la integración 
por partes de manera iterativa. Utilizando un entorno 
experimental, se dilucida la eficiencia de dicho enfoque 
en comparación con la aplicación tradicional de la fór-
mula de integración. El experimento se llevó a cabo con 
la ayuda de dos grupos de estudiantes de primer año 
de ingeniería de una universidad pública  del estado de 
Aguascalientes, aunque se pueden esperar resultados 
similares si se consideraran estudiantes de secundaria 
en el experimento. Los detalles de ese experimento se 
proporcionan en la sección de metodología.
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PRELIMINARES

Los problemas de cálculo de límites, derivadas e inte-
grales en matemáticas presentan una amplia gama de 
enfoques diferentes. Dejando de lado las complicacio-
nes de plantear problemas en aquellos temas de cálculo 
elemental [22] y la formación matemática inherente de 
los estudiantes [23], los meros problemas de cálculo re-
presentan un interesante objeto de estudio que puede 
ser sistematizado [24]. De manera concreta, la aplicación 
de fórmulas estándar para límites, derivadas e integrales 
en el contexto de la enseñanza universitaria o secunda-
ria es un área interesante de mejora constante en ma-
temáticas y educación. Restringiendo nuestra atención 
al cálculo de integrales indefinidas, algunas fórmulas 
son relativamente sencillas de aplicar. Sin embargo, hay 
otros que conllevan más complicaciones. Tal es el caso 
de la fórmula de integración por partes, que es conse-
cuencia de la regla del producto de Leibniz [25].

La fórmula de integración por partes no solo es impor-
tante en matemáticas elementales. De hecho, los teo-
remas clásicos del cálculo vectorial de Green, Gauss y 
Stokes son extensiones de esta fórmula [26]. Además, la 
integración por partes se ha extendido a diversas ramas 
de las matemáticas modernas. De manera específica, 
recientemente se ha demostrado una fórmula para la 
integración por partes para un modelo de cambio de ré-
gimen de Markov [27]; recientemente ha aparecido otra 
forma de esta fórmula en forma generalizada dentro 
de la teoría del cálculo fraccionario [28] y en el cálcu-
lo de medidas de difusión degeneradas sobre espacios 
de camino y grupos de difeomorfismo [29]. Además, 
ese teorema del análisis funcional que establece que 
todo operador positivo autoadjunto sobre un espacio 
de Hilbert tiene un operador de raíz cuadrada, es una 
extensión de la fórmula de integración por partes [30]. 
En otras palabras, la importancia del uso de esta fórmu-
la va más allá de la capacidad de determinar integrales 
indefinidas en el cálculo de la escuela secundaria o la 
universidad. De hecho, puede ser una herramienta útil 
para comprender las matemáticas avanzadas.

En aras de la exhaustividad, vale la pena recordar la 
fórmula de integración por partes en este contexto. Esa 
fórmula resulta de una aplicación de la regla de Leibniz 
para la derivada de un producto. Formalmente, si [a,b] 
es un intervalo no vacío de los números reales y  f,g:[a,-
b]→R son diferenciables, entonces fg es diferenciable en 
[a,b] y [f(x)gʹ(x)]ʹ = f(x)gʹ(x) + f ʹ(x)g(x), x ∈ [a,b].

Aquí, el símbolo ʹ representa el operador de diferencia-
ción con respecto a x. Esta fórmula forma parte de los 
cursos estándar de cálculo a nivel secundario y univer-
sitario en los Estados Unidos de América y otros países 
[31], y da lugar a la fórmula de integración por partes 
que establece que si f y g son continuamente diferencia-
bles en [a, b], entonces

∫f(x)gʹ(x)dx = f(x)g(x) − ∫f ʹ(x)g(x) (1)

En esta ecuación, las integrales son indefinidas. Como 
mnemónico, los cursos universitarios de cálculo utili-
zan la siguiente forma de fórmula de integración por 
partes [32]:

∫udv = uv − ∫vdu

Es bien sabido que existen problemas típicos que em-
plean esta fórmula de forma iterativa. El proceso suele 
ser tedioso en esos casos, dando lugar a largos cálculos 
y dando lugar a muchos errores potenciales.

A lo largo de este estudio, se asumió que se conocen las 
fórmulas elementales de integración y que la aplicación 
de estas es una tarea relativamente estándar para el lec-
tor. En estas circunstancias, la fórmula de integración 
por partes se aplica normalmente cuando el integrando 
es el producto de un polinomio por una función trascen-
dental, o el producto de dos funciones trascendentales. 
En este trabajo no se consideraron aplicaciones simples 
de la ecuación (1). En cambio, se estudió un enfoque 
sistemático para resolver problemas que requieren va-
rias aplicaciones de la fórmula de integración por partes. 
Concretamente, se consideraron problemas en los que la 
antiderivada de fg(n) debe calcularse en [a, b], para algún 
número natural n, y g(n) es la derivada de enésimo orden 
de g.

Formalmente, se asumió que f y g tienen derivadas has-
ta el orden n, que son continuas en [a, b]. Una aplica-
ción recursiva de la fórmula de integración por partes 
muestra fácilmente que

∫f(x)g(n)(x)dx = f(x)g(n−1)(x) − f ʹ(x)g(n−1)(x) 
+ ... + (−1)(n−1) ∫f (n)(x)g(x)dx,
para cada x ∈ [a,b]

(2)

Es importante notar que n es arbitrario. En un proble-
ma típico de la escuela secundaria o la universidad, al 
estudiante se le presenta una integral para calcular, sin 
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tener ninguna pista sobre cómo obtener la integral in-
definida. Ante este hecho, los libros de texto proponen 
la aplicación de la fórmula de integración por partes 
cuando el problema de integración adopta cualquiera 
de las siguientes formas [32]:

• Tipo 1: ∫P(x)T(x)dx. Aquí, se asumió que P(x) es 
un polinomio y T(x) puede ser cualquiera de las 
funciones eαx, senαx o cosαx, donde α es una cons-
tante. En este caso, la estrategia consiste en hacer 
f(x) = P(x) y gn(x) = T(x).

• Tipo 2: ∫R(x)T(x)dx. En este caso, R(x) es un poli-
nomio o una función racional, y T(x) contiene ex-
presiones con las funciones ln, arcsen o arctan. En 
esta situación, la sugerencia es emplear f (x) = T (x).

• Tipo 3. ∫T(x)U(x)dx. Aquí, se asumió que tanto T 
(x) = eαx como U(x) son cualquiera de las funciones 
senβx o cosβx, donde α y β son constantes. En estas 
circunstancias, no se distingue qué función se elige 
f(x).

La estrategia actual se diseñó porque la mayoría de los 
estudiantes universitarios sin matemáticas están más 
interesados en aprender a aplicar fórmulas que en com-
prender los conceptos subyacentes [33]. Siguiendo esa 
perspectiva, se propone el Algoritmo 1 para resolver 
problemas utilizando la fórmula de integración por par-
tes. El algoritmo se basa en la siguiente estrategia:

El problema es calcular ∫h(s)ds.

1. Determinar si la integral se puede calcular median-
te fórmulas elementales. Si ese es el caso, se hace 
usando la fórmula correcta, sustituciones adecua-
das y/o manipulaciones algebraicas.

2. Si la integral no se puede calcular usando fórmu-
las elementales, determinar si h se puede expresar 
como h(x) = f(x)g (n)(x) y si la integral tiene la for-
ma de tipo 1, 2 o 3. Si ese es el caso, se siguen los 
siguientes pasos:
a. Determinar f y g (n) dependiendo de si la integral 

es de tipo 1, 2 o 3.
b. Calcular f, f ʹ, f ʹʹ, ... por diferenciación elemental. 

Al mismo tiempo, calcular g (n), g (n−1), ... median-
te integración elemental.

c. Dejar de calcular f (k) y g (n−k) cuando se cumpla 
alguna de las siguientes condiciones: o f (k)g (n−k) 

es integrable o f (k)g(n−k) es un múltiplo escalar de 
fg(n).

d. Tomar n = k.
e. La solución del problema viene dada por la ecua-

ción (2). De forma tabular se puede aplicar el 
siguiente diagrama, que representa los términos 
que se multiplican en (2) y el signo que afecta a 
cada uno de ellos:

f f ʹ . . . f (n)

−↘ +↘ ±↘ ∓↘
g(n) g(n−1) g g

f. Si la última integral del lado derecho de la ecua-
ción (2) es computable, entonces debe ser calcu-
lada. Si f (k)g(n−k) es un múltiplo escalar de fg(n), 
entonces se resuelve para ∫fg(n).

3. Si la integral no es del tipo 1, 2 o 3, o si el procedi-
miento descrito en el paso 2 (a)−(f) no funciona, 
hay que utilizar otro método.

A continuación, se muestran tres ejemplos sobre la apli-
cación de nuestra estrategia. Esos ejemplos son impor-
tantes en nuestro estudio, en vista de que se utilizarán 
para probar la eficiencia de nuestro enfoque en un en-
torno experimental.

Ejemplo 1 (tipo 1). Calcular la integral indefinida 
∫x2 cos2xdx.

El problema corresponde al primer tipo considerado 
anteriormente. Entonces, debe elegirse f(x) = x2 y g(n)(x) 
= cos2x. Usando la estrategia descrita en este trabajo, se 
obtiene la Tabla 1(a). Obviamente, n = 2 en este caso. En 
consecuencia, la solución al problema es

∫x2cos2xdx = x2sen2x + xcos2x − sen2x + C

Ejemplo 2 (tipo 2). Calcular la integral indefinida 
∫xlnxdx.

Este problema corresponde al segundo tipo descrito 
anteriormente. Como se sugirió, quedó f(x) = lnx y 
g(n)(x) = x. La Tabla 1(b) proporciona los detalles sobre 
la aplicación de la estrategia propuesta en el trabajo. La 
solución a este problema es

∫xlnxdx = x2lnx − x2 + C

https://doi.org/10.20983/culcyt.2024.3.2.9
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Ejemplo 3 (tipo 3). Calcular la integral indefinida 
∫excosxdx

Los detalles de la aplicación de los algoritmos utilizados 
en este trabajo se proporcionan en la Tabla 1 (c). En este 
caso se llegó fácilmente a la fórmula siguiente:

∫excosxdx = excosx + exsenx − ∫excosxdx

Reordenando términos y resolviendo esta integral inde-
finida, se obtuvo

∫excosxdx = ex(cosx + senx) + C

TABLA 1
Detalles de los Cálculos para Resolver, Usando el 

Algoritmo Propuesto
(a) Ejemplo 1

k = 0 k = 1 k = 2 → n = 2

f (n)(x) x2 2x 2

+
↘

−
↘

+
↘

f (n–k)(x) cos2x sen2x – cos2x cos2x

(b) Ejemplo 2

k = 0 k = 1 → n = 1

f (k)(x) lnx

+
↘

−
↘

g(n–k)(x) x x x

(c) Ejemplo 3

k = 0 k = 1 K = 2 → n = 2

f (k)(x) cosx –senx –cosx

+
↘

−
↘

+
↘

g (n–k)(x) ex ex ex ex

II. METODOLOGÍA

Para evaluar la eficacia de la estrategia, se llevó a cabo 
una prueba experimental en un aula. El experimento se 
realizó en una universidad pública durante el receso de 
verano de 2020. Se consideró un grupo de 52 estudiantes 
de primer año de la carrera de Cálculo Integral para in-
geniería informática. Los estudiantes ya habían cubier-
to fórmulas de integración simples (véase el Apéndice 
A) y se evaluaron sobre el uso de estas fórmulas antes 
del inicio del experimento. Los 20 mejores estudiantes 

de esa evaluación fueron seleccionados para ser parte 
del experimento y aceptaron de buen grado ser parte de 
este. Durante una semana, estos estudiantes reforzaron 
sus capacidades en el cálculo de integrales indefinidas 
usando solo las reglas de integración y las integrales 1-11 
del Apéndice A. Para ello, los estudiantes debían asistir 
a una hora más de clase durante la semana (además del 
horario oficial del curso). Se aplicó otra prueba al final 
de esa semana. Los resultados (no presentados aquí por 
falta de relevancia) mostraron que los estudiantes fueron 
muy eficientes y efectivos en la resolución de problemas 
que requerían el uso de esas fórmulas. En ese sentido, el 
grupo de 20 estudiantes era aproximadamente homogé-
neo en sus habilidades básicas de integración.

La semana siguiente, el grupo de 20 estudiantes se divi-
dió aleatoriamente en dos grupos de 10 estudiantes cada 
uno. Al primer grupo (llamado Grupo I) se le enseñó a 
resolver problemas utilizando la fórmula estándar de 
integración por partes (1). Durante tres días dedicaron 
una hora a resolver problemas con esa fórmula y los 
problemas fueron elegidos de [32]. Cabe señalar que los 
estudiantes conocieron los tres problemas mencionados 
en el apartado anterior, y siempre se les recordó que los 
problemas se pueden resolver con la fórmula de integra-
ción por partes. El segundo grupo (llamado Grupo II) 
fue capacitado en el uso de la ecuación (2) y, de manera 
precisa, en el uso del Algoritmo 1 (véase el Apéndice 
B). Los estudiantes también se reunieron con el instruc-
tor durante tres días y resolvieron el mismo conjunto 
de problemas que Grupo I. De hecho, el instructor fue 
el mismo para ambos grupos. Se aseguró de enseñar el 
uso de la fórmula (1) al Grupo I, y el Algoritmo 1 y la 
fórmula (2) al Grupo II.

Luego de esos tres días de instrucción, se aplicó una 
prueba escrita a ambos grupos. Las siguientes fueron 
instrucciones comunes para ambos grupos, y fueron 
anunciadas públicamente el día previo a la prueba:

• Las pruebas fueron anónimas. Sin embargo, se ani-
mó a los estudiantes a hacer lo mejor que pudieran 
y trabajar lo más rápido posible.

• El tiempo límite para responder el test fue de 1 hora.

• Se recordó a los alumnos que los resultados no iban 
a afectar a su nota en el curso oficial. La participa-
ción en el experimento, por el contrario, se recom-
pensaría con puntos extra en el curso oficial.
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• La prueba constaba de tres problemas. En cada 
problema, se pidió a los estudiantes calcular las in-
tegrales de los Ejemplos 1 a 3, respectivamente. Se 
pidió a los estudiantes que mostraran su trabajo.

• Las respuestas de esos problemas se entregaron a 
los estudiantes al inicio de la prueba. Se les pidió 
que verificaran sus soluciones y, si había un error, 
se les pidió que corrigieran los errores y finalmente 
obtuvieran las respuestas correctas.

• Al comienzo de la prueba se entregó a cada estu-
diante una hoja de fórmulas con las fórmulas y pro-
piedades del Apéndice A. No se permitió material 
adicional.

• Quedó prohibido usar calculadoras y dispositivos 
electrónicos. Sin embargo, a los participantes se les 
permitió usar un cronómetro digital para registrar 
el tiempo necesario para resolver cada problema de 
la prueba.

• A los instructores que supervisaban la prueba no se 
les permitió interactuar con los estudiantes.

• A los estudiantes se les permitió usar el baño antes 
del comienzo de la prueba, pero no se les permitió 
levantarse de sus asientos hasta que entregaron sus 
exámenes.

Por otro lado, las instrucciones específicas del grupo 
fueron las siguientes:

• Grupo I Los estudiantes sólo pudieron utilizar la 
fórmula (1) para resolver problemas.

• Grupo II Los estudiantes sólo pudieron utilizar la 
fórmula (2) y, por tanto, el Algoritmo 1.

Cada uno de los grupos realizó la prueba al mismo 
tiempo. De esta forma se evitó la filtración de informa-
ción y se favoreció la igualdad de condiciones previa a 
la prueba. Se impuso el silencio dentro y fuera de los 
lugares de prueba. También se respetó una sana distan-
cia de 1.5 metros entre estudiantes. De esta manera se 
garantizó que no hubo trampas durante el examen y se 
cumplió con las medidas universitarias para evitar la 
propagación de cualquier posible enfermedad infeccio-
sa. También se requerían mascarillas y había gel des-
infectante a base de alcohol en la entrada de las aulas. 

Los exámenes de los individuos del Grupo I fueron eti-
quetados como I-n, fueron n = 1, 2,  .... , 10. De manera 
similar, las pruebas para el Grupo II fueron etiquetadas 
como II-n, donde n = 1, 2, ... , 10. Para cada individuo y 
cada problema de prueba, cada uno de los participantes 
registró el tiempo necesario para completarlo en el lado 
del enunciado del problema. Al final de las pruebas, los 
profesores dedicaron tiempo a calificar los trabajos y 
analizar los resultados desde el punto de vista matemá-
tico y estadístico.

III. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Después de la evaluación de las pruebas, se confirmó 
que cada grupo empleó las fórmulas que se les pidió que 
usaran. Esto significa en particular que los individuos 
del Grupo I utilizaron la ecuación (1), mientras que los 
sujetos del Grupo II emplearon el enfoque estudiado en 
este trabajo.

Se encontró también que 19 de los 20 estudiantes tenían 
todas las respuestas correctas. Desafortunadamente, uno 
de los estudiantes del Grupo I no pudo resolver correc-
tamente dos de los tres problemas del examen. Como 
consecuencia, los resultados de su prueba fueron elimi-
nados de la lista de resultados y del análisis estadístico 
consecutivo. En particular, las pruebas correspondientes 
al Grupo I fueron reetiquetadas como I-n, donde n = 1, 
2, ..., 9, mientras que las pruebas del Grupo II mantu-
vieron el mismo etiquetado: II-n, donde n = 1, 2, ..., 10.

Los resultados se presentan en la Tabla 2, la cual consta 
de dos partes: una para el Grupo I y otra para el Grupo 
II. En ambos se consideró a cada individuo del grupo y 
se proporcionó el tiempo total usado para resolver cada 
problema de la prueba, junto con el tiempo total em-
pleado por persona para completar la prueba.

Es pertinente señalar que los datos están dados en mi-
nutos y que los fueron redondeado al primer decimal. 
En una primera inspección de los resultados se des-
prende que los individuos del Grupo II emplearon me-
nos tiempo para responder cada preguntas de examen. 
Para establecer este hecho de forma rigurosa, se realiza-
ron pruebas de hipótesis sobre el tiempo medio necesa-
rio para resolver cada problema por grupo. En vista de 
que el tamaño de la población es relativamente pequeño 
(menos de 20 individuos por grupo), se hicieron prue-
bas de hipótesis basadas en la distribución t de Student 
con varianzas desconocidas y desiguales.
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TABLA 2
Tabla de Resultados de los Grupos I y II

Individuo
Tiempo (min)

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Total
Grupo I

I-1 21.9 6.5 14.5 42.9
I-2 15.3 11.8 8.9 36.0
I-3 13.1 9.1 11.7 33.9
I-4 15.3 6.6 10.3 32.2
I-5 12.7 11.6 13.5 37.8
I-6 12.9 4.4 8.2 25.5
I-7 17.5 8.1 10.9 36.5
I-8 17.2 7.8 12.1 37.1
I-9 17.3 9.1 13.4 39.8

Grupo II

II-1 8.9 5.5 7.4 21.8
II-2 10.6 3.4 5.1 19.1
II-3 5.4 5.6 6.7 17.7
II-4 9.4 6.6 6.5 22.5
II-5 8.7 5.3 8.0 22.0
II-6 6.6 6.0 9.1 21.7
II-7 7.7 4.4 9.0 21.1
II-8 8.7 5.1 5.1 18.9
II-9 12.8 3.8 6.9 23.5

II-10 11.8 5.8 6.8 24.4

Los resultados se dan a continuación para cada uno de 
los cuatro escenarios posibles. En cada caso, μ1 y μ2 re-
presentan el tiempo medio empleado por los Grupos I 
y Grupo II, respectivamente, y se consideró el conjunto 
de hipótesis:

• H0: μ1 = μ2. 
• Ha : μ1 > μ2. 

Los valores p resultantes para cada caso se proporcio-
nan a continuación: 

• Problema 1. Valor p= 2.4327 × 10−5. 
• Problema 2. Valor p= 1.8952 × 10−3. 
• Problema 3. Valor p= 6.1952 × 10−5. 
• Total. Valor p = 3.4826 × 10−6.

De ello se deduce que el nivel de significancia en todos 
los casos es aproximadamente igual al 100%. Se con-
cluye que existe suficiente evidencia estadística de que 

el enfoque estudiado en este trabajo produce resultados 
más rápidos en comparación con la aplicación tradicio-
nal de la fórmula de integración por partes.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo, se estudió la eficiencia de una nueva 
estrategia para resolver problemas de cálculo que in-
volucran la regla de integración de Leibniz (también 
conocida como “fórmula de integración por partes”. Se 
sabe que usar esta fórmula de integración requiere más 
concentración, cálculos y fórmulas elementales adicio-
nales del cálculo integral. La experiencia también dice 
que aplicar esta regla conduce a errores por la compleji-
dad de los problemas y los cálculos algebraicos necesa-
rios. Además, algunos problemas típicos del uso de esta 
fórmula requieren aplicarla iterativamente varias veces, 
en esos casos el tiempo requerido para resolver el pro-
blema aumenta drásticamente, así como la posibilidad 
de incurrir en errores, siendo una fórmula importante 
en los tradicionales cursos de introducción al cálculo 
en la escuela secundaria y A nivel universitario en los 
Estados Unidos de América y otros países, dominar su 
uso es una tarea de suma importancia.

El enfoque descrito en este trabajo pretende aliviar la 
problemática sobre el uso iterado de la fórmula de in-
tegración por partes. La estrategia propuesta se basa 
formalmente en una generalización de la regla de inte-
gración de Leibniz, que puede demostrarse fácilmente 
en el nivel secundario y universitario. Sin embargo, no 
se hace énfasis en probar esta fórmula. En cambio, la 
fórmula se proporciona a los estudiantes con la inten-
ción de emplearla algorítmicamente. De hecho, el pre-
sente trabajo proporciona descripciones de la estrategia 
en palabras, utilizando un algoritmo y mediante una 
mnemónica tabular que los estudiantes pueden memo-
rizar fácilmente. Se proporcionaron algunos ejemplos 
para ilustrar la aplicación de la estrategia y en cada caso 
se presentaron algunas tablas como material de apoyo. 
Vale la pena señalar que el algoritmo funciona tanto 
para problemas simples como complicados donde se 
necesita integración por partes.

Para evaluar la eficiencia de la estrategia, se realizó un 
estudio experimental entre estudiantes de primer año 
de la carrera de ingeniería de una universidad pública. 
En nuestro estudio, se consideró un grupo de 20 estu-
diantes y se aseguró que dominaran el uso de fórmulas 
de integración elemental. El grupo era homogéneo en 
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ese sentido y se dividió en dos grupos de 10 personas 
cada uno. Ambos grupos fueron capacitados para resol-
ver problemas que requerían la fórmula de integración 
por partes. Sin embargo, al primero de los grupos se le 
enseñó la fórmula tradicional de integración por partes, 
mientras que al segundo se le instruyó en el uso del enfo-
que actual. Durante 3 días, ambos grupos se entrenaron 
exhaustivamente en clase. Ambos grupos resolvieron el 
mismo conjunto de problemas de cálculo utilizando sus 
respectivos enfoques. Al final de esa capacitación, a am-
bos grupos se les aplicó el mismo examen para determi-
nar si existían diferencias en sus aprendizajes.

Las pruebas fueron las mismas para los dos grupos y 
se llevaron a cabo en circunstancias similares. Además, 
se proporcionaron las respuestas a los estudiantes para 
que llegaran a las respuestas correctas. Se registró el 
tiempo para resolver cada una de las tres preguntas de 
las pruebas para cada problema y para cada estudiante. 
Una evaluación exhaustiva de las pruebas mostró que 
19 de los estudiantes alcanzaron todas las respuestas 
correctas. Por otro lado, se realizó de forma detallada 
un análisis estadístico de los tiempos registrados para 
resolver cada pregunta. Los resultados de nuestro análi-
sis proporcionan una fuerte evidencia estadística de que 
la estrategia propuesta da como resultado tiempos más 
rápidos para calcular integrales utilizando la fórmula de 
integración por partes.

Estos resultados se obtuvieron después de aplicar una 
prueba de hipótesis sobre las medias de los dos grupos. 
Este estudio se realizó para cada problema de la prueba 
y el tiempo total por grupo. En cualquier caso, los re-
sultados estadísticos arrojaron resultados concluyentes. 
Este resultado es interesante porque a ambos grupos se 
les dio el mismo tiempo para aprender cada estrategia 
para resolver problemas usando la regla de integración 
de Leibniz. Como conclusión, el enfoque actual puede 
implementarse en carreras de ingeniería de primer año, 
para que los estudiantes obtengan resultados más rápi-
dos en el cálculo de integrales mediante la fórmula de 
integración por partes.
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APÉNDICE A

En la aplicación del experimento realizado en este trabajo, 
se proporcionó a los estudiantes una hoja que contenía las 
reglas de integración y una tabla de integrales. Las siguien-
tes fueron fórmulas comunes para los Grupos I y II.

1) ∫cf (x)dx = c∫f (x)dx, donde c es una constante

2) ∫(f (x) + g(x))dx = ∫f (x)dx + ∫g(x)dx

3) ∫[f (x)]nf ʹ(x)dx = [f (x)]n+1 + C

4) ∫ dx = ln|f (x)| + C

5) ∫ef (x)f ʹ(x)dx = ef (x) + C

6) ∫af (x)f ʹ(x)dx =  + C

7) ∫sen(f (x))f ʹ(x)dx = −cos(f (x)) + C

8) ∫cos(f (x))f ʹ(x)dx = sen(f (x)) + C

9) ∫ dx = arctan(f (x)) + C

10) ∫sec2(f (x))f ʹ(x)dx = tan(f (x)) + C

11) ∫ dx = arcsen(f (x)) + C

Además, se proporcionaron las siguientes fórmulas para 
cada uno de los dos grupos:

Grupo I

∫(x)g ʹ(x)dx = f (x)g(x) − ∫f ʹ(x)g(x)dx

Grupo II

∫f (x)g (n)(x)dx = f (x)g (n−1)(x) − f ʹ(x)g (n−)(x) +(−1)(n−1)∫f (n)(x)g (x)dx

APÉNDICE B

Algoritmo 1. Algoritmo de la estrategia estudiada en este 
trabajo para resolver ∫f (x)g (n)(x)dx.

if la integral es elemental then 
 usar fórmulas elementales 
else
 if la integral es del tipo 1, 2 o 3 then
  Seleccione f y g(n) 
  k ← 0 
  repeat 
   k ← k + 1 
   Calcular f (k) diferenciando
   Calcular g(n−k) integrando 

until (f (k)g(n−k) integrable) or (f (k)g(n−k)) es un múltiplo 
escalar de f g(n)

  n ← k 
  ∫fg(n) ← fg(n−1) − f ʹg(n−2) + (−1)(n−1) ∫f (n)g

if la última integral del lado derecho es calculable 
then 

   Calcular la última integral
  else 
   Resuelva para ∫fg(n)

  end if 
 else
  Pruebe otro enfoque
 end if
end if
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