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RESUMEN

En este trabajo se evalud una estrategia simple para aplicar iterativamente la regla de integracion de Leibniz desde célculo
elemental a problemas operativos. La regla de integracion de Leibniz (también conocida como “férmula de integracién
por partes”) es una férmula relativamente simple. Sin embargo, algunos problemas tipicos de calculo de antiderivadas
requieren aplicar esta férmula de forma iterativa. Lamentablemente, este proceso provoca soluciones erréneas y que
requieren mucho tiempo por las diversas aplicaciones de la regla de Leibniz y la complejidad de los calculos. La estrategia
propuesta en el presente trabajo reduce el tiempo empleado para obtener las soluciones de aquellos problemas iterativos.
Ademds, el procedimiento empleado es simple, facil de describir algoritmicamente y produce resultados mas rapidos.
Para mostrar la eficiencia de esta estrategia, se realizé un estudio experimental con un grupo de estudiantes de pregrado
de ingenieria en una universidad publica de México. La capacidad de estos estudiantes para utilizar reglas elementales
de integracién se demostré mediante una prueba preliminar y el grupo se dividié en dos subgrupos, a uno de los cuales
se le ensefid la regla tradicional de Leibniz, mientras que el segundo aprendio la estrategia estudiada en este trabajo. Los
resultados mostraron que el enfoque actual produce resultados decisivamente mas rapidos que el método tradicional.

PALABRAS CLAVE: estrategia de resolucion de problemas; regla integral de Leibniz; integracion recursiva por partes;
método de solucién; evaluacion cuantitativa.

ABSTRACT

In this work, a simple strategy for iteratively applying Leibniz's integration rule from elementary calculus to operational
problems was evaluated. Leibniz's integration rule (also known as the “integration by parts formula”) is a relatively simple
formula. However, some typical antiderivative calculus problems require applying this formula iteratively. Unfortunately,
this process leads to erroneous and time-consuming solutions due to the various applications of Leibniz's rule and the
complexity of the calculations. The strategy proposed in this work reduces the time spent obtaining the solutions of
those iterative problems. Furthermore, the procedure used is simple, easy to describe algorithmically, and produces
faster results. To show the efficiency of this strategy, an experimental study was conducted with a group of undergraduate
engineering students at a public university in Mexico. The ability of these students to use elementary rules of integration
was demonstrated by a pretest and the group was divided into two subgroups, one of which was taught the traditional
Leibniz rule, while the second learned the strategy studied in this work. The results showed that the current approach
produces decisively faster results than the traditional method.

KEYWORDS: problem-solving strategy; Leibniz's integral rule; recursive integration by parts; solution method; quantitative
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l. INTRODUCCION

La resolucion de problemas en matematicas es una de
las vias de investigacién mas interesantes en educacion
(1. Este tema ha sido investigado en diversos niveles
educativos y en diferentes entornos culturales (2], [3].
Algunos estudios han sugerido que el nivel de com-
prension lectora es crucial en el rendimiento en ciencias
y matematicas [4], y se han propuesto diferentes enfo-
ques para mejorar la alfabetizacion de los estudiantes
con ese fin. En particular, algunos informes interesantes
han correlacionado positivamente el entendimiento de
lectura y las habilidades de analisis y solucion de situa-
ciones matematicas escritas en las primeras etapas de la
infancia [5]. Otros estudios han establecido una correla-
cioén positiva entre el dominio de la lectura en inglés y
el rendimiento académico de estudiantes de primer afo
de ciencias y matemadticas en entornos multilingies (6],
mientras que otros trabajos han demostrado que el uso
de textos descriptivos facilita el aprendizaje del conoci-
miento cientifico [7]. Sin embargo, el problema de bus-
car estrategias Optimas para mejorar las habilidades en
el tratamiento de problemas matematicos basadas en el
desarrollo del entendimiento de la informacién escrita
es una tarea abierta de discusion e investigacion [8].

Vale la pena sefialar que los problemas de matematicas
en todos los niveles educativos en México varian en su
naturaleza y grado de dificultad. Por ejemplo, la formu-
lacién de problemas es quizds una de las tareas mas im-
portantes y criticas en matematicas [°]. Se demostr6 que
la manera en como los estudiantes abordan el plantea-
miento de problemas afecta al desarrollo de habilidades
de resolucion de problemas y a la conciencia metacog-
nitiva, en todos los niveles de la educacidon formal [10].
Como han sefialado recientemente algunos autores en
el contexto de la educaciéon matematica en el nivel se-
cundario, las dificultades en la resolucién de problemas
pueden deberse a una falta de capacidad para traducir
enunciados verbales al lenguaje matematico [11]. Estos
autores han propuesto algunas conjeturas para minimi-
zar este problema, pero atn falta una solucion concreta
y eficaz. Mientras tanto, otros investigadores han aboga-
do por integrar las artes visuales para enriquecer la edu-
cacién matematica en el nivel de escuela primaria [12].
Se ha hecho hincapié en el planteamiento de problemas
en geometria, aunque las mejoras en la comprension y
explicacién del pensamiento geométrico no muestran
diferencias con los enfoques tradicionales.
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Se han propuesto varias estrategias para aliviar las di-
ficultades en la resolucién de problemas matemaéticos,
por ejemplo. Por ejemplo, un disefio multimedia inte-
ractivo [13], un sistema de aprendizaje movil basado en
una estrategia colaborativa de planteamiento de pro-
blemas [14] y la propuesta de un enfoque interactivo de
planteamiento de problemas con el objetivo de unir y
facilitar el aprendizaje previo y en clase para las aulas
invertidas [15]. Mientras tanto, otros estudios han ase-
sorado sobre el desarrollo de materiales de aprendizaje
para mejorar las habilidades de resolucién de proble-
mas matematicos utilizando un modelo de aprendizaje
basado en problemas [16] y el disefio y analisis de guio-
nes colaborativos para mejorar la autorregulacién y la
alfabetizacion matematica [17].

Actualmente, hay muchos enfoques diferentes para re-
solver la resolucion de problemas en matematicas en
todos los niveles educativos y los recursos propuestos
para resolver las dificultades van desde la teoria hasta el
uso de artefactos tecnoldgicos adecuados. Sin embargo,
el problema sigue siendo un tema abierto de investiga-
cion activa [18] que puede estudiarse en el escenario ge-
neral o en casos particulares.

El propdsito de este trabajo es abordar una familia
especifica de problemas de calculo elemental en los
niveles de secundaria y pregrado de escuelas mexica-
nas , utilizando un enfoque metodoldgico novedoso.
Concretamente, se estudi6 una estrategia sencilla para
resolver problemas complejos utilizando la integra-
cioén por partes [191. La férmula para la integracion por
partes es consecuencia de la regla de diferenciacion de
Leibniz (Illamada “regla del producto” en el calculo di-
ferencial), que puede llevar a una cantidad sustancial
de célculos que consumen mucho tiempo y, por tanto,
errores [20l. En este manuscrito, se examina y propor-
ciona una generalizacién de un enfoque recientemente
reportado en la literatura [21] para aplicar la integracion
por partes de manera iterativa. Utilizando un entorno
experimental, se dilucida la eficiencia de dicho enfoque
en comparacion con la aplicacion tradicional de la for-
mula de integracion. El experimento se llevé a cabo con
la ayuda de dos grupos de estudiantes de primer afo
de ingenieria de una universidad publica del estado de
Aguascalientes, aunque se pueden esperar resultados
similares si se consideraran estudiantes de secundaria
en el experimento. Los detalles de ese experimento se
proporcionan en la seccién de metodologia.
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PRELIMINARES

Los problemas de calculo de limites, derivadas e inte-
grales en matematicas presentan una amplia gama de
enfoques diferentes. Dejando de lado las complicacio-
nes de plantear problemas en aquellos temas de célculo
elemental [22] y la formacion matemadtica inherente de
los estudiantes (23], los meros problemas de calculo re-
presentan un interesante objeto de estudio que puede
ser sistematizado [24]. De manera concreta, la aplicaci(')n
de férmulas estandar para limites, derivadas e integrales
en el contexto de la ensefianza universitaria o secunda-
ria es un area interesante de mejora constante en ma-
tematicas y educacion. Restringiendo nuestra atencion
al calculo de integrales indefinidas, algunas férmulas
son relativamente sencillas de aplicar. Sin embargo, hay
otros que conllevan mas complicaciones. Tal es el caso
de la férmula de integracion por partes, que es conse-
cuencia de la regla del producto de Leibniz [25].

La féormula de integracion por partes no solo es impor-
tante en matemadticas elementales. De hecho, los teo-
remas clasicos del calculo vectorial de Green, Gauss y
Stokes son extensiones de esta formula (26]. Ademads, la
integracidn por partes se ha extendido a diversas ramas
de las matematicas modernas. De manera especifica,
recientemente se ha demostrado una férmula para la
integracion por partes para un modelo de cambio de ré-
gimen de Markov (27]; recientemente ha aparecido otra
forma de esta formula en forma generalizada dentro
de la teoria del calculo fraccionario (28] y en el calcu-
lo de medidas de difusion degeneradas sobre espacios
de camino y grupos de difeomorfismo [29]. Ademas,
ese teorema del analisis funcional que establece que
todo operador positivo autoadjunto sobre un espacio
de Hilbert tiene un operador de raiz cuadrada, es una
extension de la féormula de integraciéon por partes [301.
En otras palabras, la importancia del uso de esta formu-
la va mas alla de la capacidad de determinar integrales
indefinidas en el calculo de la escuela secundaria o la
universidad. De hecho, puede ser una herramienta util
para comprender las matematicas avanzadas.

En aras de la exhaustividad, vale la pena recordar la
formula de integracion por partes en este contexto. Esa
férmula resulta de una aplicacion de la regla de Leibniz
para la derivada de un producto. Formalmente, si [a,b]
es un intervalo no vacio de los numeros reales y f,g:[a,-
b]—>R son diferenciables, entonces fg es diferenciable en

[a,b] y [flx)g (®)]" = flx)g'(x) + f'(x)g(x), x € [a,b].
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Aqui, el simbolo ' representa el operador de diferencia-
cién con respecto a x. Esta féormula forma parte de los
cursos estandar de célculo a nivel secundario y univer-
sitario en los Estados Unidos de América y otros paises
(31], y da lugar a la férmula de integracion por partes
que establece que si fy g son continuamente diferencia-
bles en [a, b], entonces

[Fog (dx = fx)gx) - [F(x0g) (1)

En esta ecuacidn, las integrales son indefinidas. Como
mnemonico, los cursos universitarios de calculo utili-
zan la siguiente forma de férmula de integracién por
partes [321:

fudv =uy— J.vdu

Es bien sabido que existen problemas tipicos que em-
plean esta féormula de forma iterativa. El proceso suele
ser tedioso en esos casos, dando lugar a largos calculos
y dando lugar a muchos errores potenciales.

A lo largo de este estudio, se asumid que se conocen las
formulas elementales de integracion y que la aplicacion
de estas es una tarea relativamente estaindar para el lec-
tor. En estas circunstancias, la férmula de integracion
por partes se aplica normalmente cuando el integrando
es el producto de un polinomio por una funcion trascen-
dental, o el producto de dos funciones trascendentales.
En este trabajo no se consideraron aplicaciones simples
de la ecuacion (1). En cambio, se estudié un enfoque
sistemadtico para resolver problemas que requieren va-
rias aplicaciones de la formula de integracion por partes.
Concretamente, se consideraron problemas en los que la
antiderivada de fg™ debe calcularse en [a, b], para algiin
numero natural n, y g™ es la derivada de enésimo orden
deg.

Formalmente, se asumi6 que fy g tienen derivadas has-
ta el orden n, que son continuas en [a, b]. Una aplica-
cion recursiva de la férmula de integracion por partes
muestra facilmente que

[fo0g @) dx = fla)gD(x) ~ /(g D) (2)
bt ((1)0D [fO)g(x)dx,
para cada x € [a,b]

Es importante notar que n es arbitrario. En un proble-
ma tipico de la escuela secundaria o la universidad, al
estudiante se le presenta una integral para calcular, sin
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tener ninguna pista sobre como obtener la integral in-
definida. Ante este hecho, los libros de texto proponen
la aplicacion de la féormula de integracion por partes
cuando el problema de integracién adopta cualquiera
de las siguientes formas [32l:

o Tipo 1: fP(x) T(x)dx. Aqui, se asumi6 que P(x) es
un polinomio y T(x) puede ser cualquiera de las
funciones e®, senax o cosax, donde a es una cons-
tante. En este caso, la estrategia consiste en hacer

flx) = P(x) y g"(x) = T(x).

o Tipo 2: fR(x) T(x)dx. En este caso, R(x) es un poli-
nomio o una funcioén racional, y T(x) contiene ex-
presiones con las funciones In, arcsen o arctan. En
esta situacion, la sugerencia es emplear f (x) = T (x).

o Tipo 3. fT(x)U(x)dx. Aqui, se asumi6 que tanto T
(x) = e™* como U(x) son cualquiera de las funciones
senfx o cosPx, donde a y  son constantes. En estas
circunstancias, no se distingue qué funcion se elige

f(x).

La estrategia actual se disei6 porque la mayoria de los
estudiantes universitarios sin matematicas estan mas
interesados en aprender a aplicar formulas que en com-
prender los conceptos subyacentes [33]. Siguiendo esa
perspectiva, se propone el Algoritmo 1 para resolver
problemas utilizando la férmula de integracion por par-
tes. El algoritmo se basa en la siguiente estrategia:

El problema es calcular Jh(s)ds.

1. Determinar sila integral se puede calcular median-
te formulas elementales. Si ese es el caso, se hace
usando la formula correcta, sustituciones adecua-
das y/o manipulaciones algebraicas.

2. Si la integral no se puede calcular usando férmu-
las elementales, determinar si h se puede expresar
como h(x) = f(x)g"™(x) y si la integral tiene la for-
ma de tipo 1, 2 0 3. Si ese es el caso, se siguen los
siguientes pasos:

a. Determinar fy g dependiendo de si la integral
esdetipo1l,203.

b. Calcular f, f', f", ... por diferenciacién elemental.
Al mismo tiempo, calcular g™, ¢V, ... median-
te integracion elemental.

c. Dejar de calcular f® y g0 cuando se cumpla
alguna de las siguientes condiciones: o f®g("=h
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es integrable o fWg("® es un multiplo escalar de
12

d. Tomar n = k.

e. La solucion del problema viene dada por la ecua-
cién (2). De forma tabular se puede aplicar el
siguiente diagrama, que representa los términos
que se multiplican en (2) y el signo que afecta a
cada uno de ellos:

f f o Fo

< Y <
g(n) g(nfl) g g

H

f. Sila ultima integral del lado derecho de la ecua-
cioén (2) es computable, entonces debe ser calcu-
lada. Si f®g® es un multiplo escalar de fg™,
entonces se resuelve para |fg™.

3. Silaintegral no es del tipo 1, 2 0 3, o si el procedi-
miento descrito en el paso 2 (a)—(f) no funciona,
hay que utilizar otro método.

A continuacidn, se muestran tres ejemplos sobre la apli-
cacién de nuestra estrategia. Esos ejemplos son impor-
tantes en nuestro estudio, en vista de que se utilizaran
para probar la eficiencia de nuestro enfoque en un en-
torno experimental.

Ejemplo 1 (tipo 1). Calcular la integral indefinida
x* cos2xdx.

El problema corresponde al primer tipo considerado
anteriormente. Entonces, debe elegirse f(x) = x* y g (x)
= cos2x. Usando la estrategia descrita en este trabajo, se
obtiene la Tabla 1(a). Obviamente, n = 2 en este caso. En
consecuencia, la solucién al problema es

IxZCOSZxdx = %xzsean + %xcost — isean +C

Ejemplo 2 (tipo 2). Calcular la integral indefinida
xlnxdx.

Este problema corresponde al segundo tipo descrito
anteriormente. Como se sugirio, quedd f(x) = Inx y
g"(x) = x. La Tabla 1(b) proporciona los detalles sobre
la aplicacion de la estrategia propuesta en el trabajo. La
solucion a este problema es

lenxdx = %lenx — }lxz +C
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Ejemplo 3 (tipo 3). Calcular la integral indefinida
e*cosxdx

Los detalles de la aplicacion de los algoritmos utilizados
en este trabajo se proporcionan en la Tabla 1 (c). En este
caso se llego facilmente a la férmula siguiente:

Ie"cosxdx = €*cosx + e*senx — Je"cosxdx

Reordenando términos y resolviendo esta integral inde-
finida, se obtuvo

fe"cosxdx = %e"(cosx + senx) + C

TABLA 1
DETALLES DE LOS CALCULOS PARA RESOLVER, USANDO EL
ALGORITMO PROPUESTO

(a) EJEMPLO 1
k=0 k=1 k=2 | > | n=2
F(x) x2 2x 2
+ - +
N N\ N\
f@P(x)| cos2x %sean —}; cos2x }Lcos2x
(b) EJeMPLO 2
k=0 k=1 - n=1
1
F®(x) Inx %
+ p—
N\ N\
£ P(x) x %x %x
(c) EJEMPLO 3
k=0 k=1 K=2 - n=2
f®(x) | cosx —senx —cosx
+ - +
N\ N\ N\
g Px)| e e* e e

Il. METODOLOGIA

Para evaluar la eficacia de la estrategia, se llevd a cabo
una prueba experimental en un aula. El experimento se
realizé en una universidad publica durante el receso de
verano de 2020. Se considerd un grupo de 52 estudiantes
de primer afio de la carrera de Calculo Integral para in-
genieria informatica. Los estudiantes ya habian cubier-
to formulas de integracion simples (véase el Apéndice
A) y se evaluaron sobre el uso de estas formulas antes
del inicio del experimento. Los 20 mejores estudiantes
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de esa evaluacion fueron seleccionados para ser parte
del experimento y aceptaron de buen grado ser parte de
este. Durante una semana, estos estudiantes reforzaron
sus capacidades en el cdlculo de integrales indefinidas
usando solo las reglas de integracion y las integrales 1-11
del Apéndice A. Para ello, los estudiantes debian asistir
a una hora mas de clase durante la semana (ademas del
horario oficial del curso). Se aplicd otra prueba al final
de esa semana. Los resultados (no presentados aqui por
falta de relevancia) mostraron que los estudiantes fueron
muy eficientes y efectivos en la resolucién de problemas
que requerian el uso de esas formulas. En ese sentido, el
grupo de 20 estudiantes era aproximadamente homogé-
neo en sus habilidades basicas de integracion.

La semana siguiente, el grupo de 20 estudiantes se divi-
di¢ aleatoriamente en dos grupos de 10 estudiantes cada
uno. Al primer grupo (llamado Grupo I) se le ensefid a
resolver problemas utilizando la férmula estandar de
integracién por partes (1). Durante tres dias dedicaron
una hora a resolver problemas con esa férmula y los
problemas fueron elegidos de [32]. Cabe sefialar que los
estudiantes conocieron los tres problemas mencionados
en el apartado anterior, y siempre se les recordé que los
problemas se pueden resolver con la férmula de integra-
cion por partes. El segundo grupo (llamado Grupo II)
fue capacitado en el uso de la ecuacion (2) y, de manera
precisa, en el uso del Algoritmo 1 (véase el Apéndice
B). Los estudiantes también se reunieron con el instruc-
tor durante tres dias y resolvieron el mismo conjunto
de problemas que Grupo I. De hecho, el instructor fue
el mismo para ambos grupos. Se asegurd de ensefar el
uso de la formula (1) al Grupo I, y el Algoritmo 1 y la
féormula (2) al Grupo II.

Luego de esos tres dias de instruccion, se aplicé una
prueba escrita a ambos grupos. Las siguientes fueron
instrucciones comunes para ambos grupos, y fueron
anunciadas publicamente el dia previo a la prueba:

» Las pruebas fueron anénimas. Sin embargo, se ani-
mo6 a los estudiantes a hacer lo mejor que pudieran
y trabajar lo mas rapido posible.

« Eltiempo limite para responder el test fue de 1 hora.

o Serecordd alos alumnos que los resultados no iban
a afectar a su nota en el curso oficial. La participa-
cion en el experimento, por el contrario, se recom-
pensaria con puntos extra en el curso oficial.
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« La prueba constaba de tres problemas. En cada
problema, se pidi6 a los estudiantes calcular las in-
tegrales de los Ejemplos 1 a 3, respectivamente. Se
pidio a los estudiantes que mostraran su trabajo.

« Las respuestas de esos problemas se entregaron a
los estudiantes al inicio de la prueba. Se les pidi6
que verificaran sus soluciones y, si habia un error,
se les pidié que corrigieran los errores y finalmente
obtuvieran las respuestas correctas.

« Al comienzo de la prueba se entregd a cada estu-
diante una hoja de férmulas con las férmulas y pro-
piedades del Apéndice A. No se permitié material
adicional.

e Quedo6 prohibido usar calculadoras y dispositivos
electrénicos. Sin embargo, a los participantes se les
permiti6 usar un cronémetro digital para registrar
el tiempo necesario para resolver cada problema de
la prueba.

« Alos instructores que supervisaban la prueba no se
les permiti6 interactuar con los estudiantes.

» Alos estudiantes se les permitié usar el bafo antes
del comienzo de la prueba, pero no se les permitié
levantarse de sus asientos hasta que entregaron sus
examenes.

Por otro lado, las instrucciones especificas del grupo
fueron las siguientes:

e Grupo I Los estudiantes sélo pudieron utilizar la
formula (1) para resolver problemas.

» Grupo II Los estudiantes sélo pudieron utilizar la
féormula (2) y, por tanto, el Algoritmo 1.

Cada uno de los grupos realiz6 la prueba al mismo
tiempo. De esta forma se evito la filtracion de informa-
cion y se favorecio la igualdad de condiciones previa a
la prueba. Se impuso el silencio dentro y fuera de los
lugares de prueba. También se respet6 una sana distan-
cia de 1.5 metros entre estudiantes. De esta manera se
garantizé que no hubo trampas durante el examen y se
cumplié con las medidas universitarias para evitar la
propagacion de cualquier posible enfermedad infeccio-
sa. También se requerian mascarillas y habia gel des-
infectante a base de alcohol en la entrada de las aulas.
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Los examenes de los individuos del Grupo I fueron eti-
quetados como I-n, fueron n =1, 2, ...., 10. De manera
similar, las pruebas para el Grupo II fueron etiquetadas
como II-n, donden =1, 2, ..., 10. Para cada individuo y
cada problema de prueba, cada uno de los participantes
registro el tiempo necesario para completarlo en el lado
del enunciado del problema. Al final de las pruebas, los
profesores dedicaron tiempo a calificar los trabajos y
analizar los resultados desde el punto de vista matema-
tico y estadistico.

IIl. RESULTADOS Y DISCUSION

Después de la evaluacion de las pruebas, se confirmé
que cada grupo empled las féormulas que se les pidié que
usaran. Esto significa en particular que los individuos
del Grupo I utilizaron la ecuacién (1), mientras que los
sujetos del Grupo II emplearon el enfoque estudiado en
este trabajo.

Se encontrd también que 19 de los 20 estudiantes tenian
todas las respuestas correctas. Desafortunadamente, uno
de los estudiantes del Grupo I no pudo resolver correc-
tamente dos de los tres problemas del examen. Como
consecuencia, los resultados de su prueba fueron elimi-
nados de la lista de resultados y del analisis estadistico
consecutivo. En particular, las pruebas correspondientes
al Grupo I fueron reetiquetadas como I-n, donde n =1,
2, ..., 9, mientras que las pruebas del Grupo II mantu-
vieron el mismo etiquetado: II-n, donden =1, 2, ..., 10.

Los resultados se presentan en la Tabla 2, la cual consta
de dos partes: una para el Grupo I y otra para el Grupo
I1. En ambos se consider6 a cada individuo del grupo y
se proporciond el tiempo total usado para resolver cada
problema de la prueba, junto con el tiempo total em-
pleado por persona para completar la prueba.

Es pertinente sefnalar que los datos estan dados en mi-
nutos y que los fueron redondeado al primer decimal.
En una primera inspeccion de los resultados se des-
prende que los individuos del Grupo II emplearon me-
nos tiempo para responder cada preguntas de examen.
Para establecer este hecho de forma rigurosa, se realiza-
ron pruebas de hipotesis sobre el tiempo medio necesa-
rio para resolver cada problema por grupo. En vista de
que el tamafo de la poblacidn es relativamente pequefio
(menos de 20 individuos por grupo), se hicieron prue-
bas de hipotesis basadas en la distribucion t de Student
con varianzas desconocidas y desiguales.
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TABLA 2
TaBLA DE RESULTADOS DE LOS GRUPOS I Y II

INDIVIDUO Ttenpo (tmin)
PROBLEMA 1 | PROBLEMA 2 | PROBLEMA 3| ToTAL
Grupo |
I-1 21.9 6.5 14.5 429
1-2 15.3 11.8 8.9 36.0
I-3 13.1 9.1 11.7 33.9
I-4 15.3 6.6 10.3 32.2
I-5 12.7 11.6 13.5 37.8
I-6 12.9 44 8.2 25.5
1-7 17.5 8.1 10.9 36.5
1-8 17.2 7.8 12.1 37.1
I-9 17.3 9.1 13.4 39.8
Grupo II
1I-1 8.9 5.5 7.4 21.8
11-2 10.6 34 5.1 19.1
1I-3 54 5.6 6.7 17.7
11-4 9.4 6.6 6.5 22.5
1I-5 8.7 53 8.0 22.0
II-6 6.6 6.0 9.1 21.7
II-7 7.7 4.4 9.0 21.1
11-8 8.7 5.1 5.1 18.9
11-9 12.8 3.8 6.9 23.5
II-10 11.8 5.8 6.8 24.4

Los resultados se dan a continuacién para cada uno de
los cuatro escenarios posibles. En cada caso, 1 y p2 re-
presentan el tiempo medio empleado por los Grupos I
y Grupo II, respectivamente, y se consider6 el conjunto
de hipdtesis:

e HO:pul=yp2.
o Ha:pl>p2.

Los valores p resultantes para cada caso se proporcio-
nan a continuacion:

o Problema 1. Valor p= 2.4327 x 107°.
o Problema 2. Valor p= 1.8952 x 1072
« Problema 3. Valor p= 6.1952 x 10™>.
o Total. Valor p = 3.4826 x 10°°.

De ello se deduce que el nivel de significancia en todos
los casos es aproximadamente igual al 100%. Se con-
cluye que existe suficiente evidencia estadistica de que
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el enfoque estudiado en este trabajo produce resultados
mas rapidos en comparacion con la aplicacién tradicio-
nal de la férmula de integracion por partes.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo, se estudid la eficiencia de una nueva
estrategia para resolver problemas de calculo que in-
volucran la regla de integracion de Leibniz (también
conocida como “férmula de integracion por partes”. Se
sabe que usar esta formula de integracion requiere mas
concentracion, calculos y formulas elementales adicio-
nales del céalculo integral. La experiencia también dice
que aplicar esta regla conduce a errores por la compleji-
dad de los problemas y los calculos algebraicos necesa-
rios. Ademas, algunos problemas tipicos del uso de esta
férmula requieren aplicarla iterativamente varias veces,
en esos casos el tiempo requerido para resolver el pro-
blema aumenta drasticamente, asi como la posibilidad
de incurrir en errores, siendo una férmula importante
en los tradicionales cursos de introduccién al célculo
en la escuela secundaria y A nivel universitario en los
Estados Unidos de América y otros paises, dominar su
uso es una tarea de suma importancia.

El enfoque descrito en este trabajo pretende aliviar la
problematica sobre el uso iterado de la férmula de in-
tegracion por partes. La estrategia propuesta se basa
formalmente en una generalizacion de la regla de inte-
gracion de Leibniz, que puede demostrarse facilmente
en el nivel secundario y universitario. Sin embargo, no
se hace énfasis en probar esta férmula. En cambio, la
féormula se proporciona a los estudiantes con la inten-
cion de emplearla algoritmicamente. De hecho, el pre-
sente trabajo proporciona descripciones de la estrategia
en palabras, utilizando un algoritmo y mediante una
mnemonica tabular que los estudiantes pueden memo-
rizar facilmente. Se proporcionaron algunos ejemplos
para ilustrar la aplicacién de la estrategia y en cada caso
se presentaron algunas tablas como material de apoyo.
Vale la pena sefalar que el algoritmo funciona tanto
para problemas simples como complicados donde se
necesita integracion por partes.

Para evaluar la eficiencia de la estrategia, se realiz6 un
estudio experimental entre estudiantes de primer afo
de la carrera de ingenieria de una universidad publica.
En nuestro estudio, se consider6é un grupo de 20 estu-
diantes y se asegurd que dominaran el uso de férmulas
de integracion elemental. El grupo era homogéneo en
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ese sentido y se dividi6 en dos grupos de 10 personas
cada uno. Ambos grupos fueron capacitados para resol-
ver problemas que requerian la férmula de integracion
por partes. Sin embargo, al primero de los grupos se le
ensef la formula tradicional de integracion por partes,
mientras que al segundo se le instruy6 en el uso del enfo-
que actual. Durante 3 dias, ambos grupos se entrenaron
exhaustivamente en clase. Ambos grupos resolvieron el
mismo conjunto de problemas de calculo utilizando sus
respectivos enfoques. Al final de esa capacitacion, a am-
bos grupos se les aplicd el mismo examen para determi-
nar si existian diferencias en sus aprendizajes.

Las pruebas fueron las mismas para los dos grupos y
se llevaron a cabo en circunstancias similares. Ademads,
se proporcionaron las respuestas a los estudiantes para
que llegaran a las respuestas correctas. Se registro el
tiempo para resolver cada una de las tres preguntas de
las pruebas para cada problema y para cada estudiante.
Una evaluacion exhaustiva de las pruebas mostré que
19 de los estudiantes alcanzaron todas las respuestas
correctas. Por otro lado, se realizd de forma detallada
un analisis estadistico de los tiempos registrados para
resolver cada pregunta. Los resultados de nuestro anali-
sis proporcionan una fuerte evidencia estadistica de que
la estrategia propuesta da como resultado tiempos mas
rapidos para calcular integrales utilizando la férmula de
integracion por partes.

Estos resultados se obtuvieron después de aplicar una
prueba de hipdtesis sobre las medias de los dos grupos.
Este estudio se realiz6 para cada problema de la prueba
y el tiempo total por grupo. En cualquier caso, los re-
sultados estadisticos arrojaron resultados concluyentes.
Este resultado es interesante porque a ambos grupos se
les dio el mismo tiempo para aprender cada estrategia
para resolver problemas usando la regla de integracion
de Leibniz. Como conclusion, el enfoque actual puede
implementarse en carreras de ingenieria de primer afio,
para que los estudiantes obtengan resultados mas rapi-
dos en el célculo de integrales mediante la féormula de
integracion por partes.
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APENDICE A

En la aplicacion del experimento realizado en este trabajo,
se proporciond a los estudiantes una hoja que contenia las
reglas de integracién y una tabla de integrales. Las siguien-
tes fueron férmulas comunes para los Grupos |y 1.

Icf Ydx = c[ x)dx, donde ¢ es una constante
J x))dx = Jf(x)dx + Ig(x)dx

[[f = I+ C
Ii—dx Inlf(x)| + C

Jef =efW + C
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aftd

6) |a™f'(x)dx =—+ C

Ina

cos(f(X))f'(x)dx = sen(f(x)) + C

J

7) [sen(f(x)f (x)clx = —cos(f(x)) + C
J
Jir

dx = arctan(f(x)) + C

10) [sec?(f(x))f (x)dx = tan(f(x)) + C

f'(x)
1-f2(x)

11) J dx = arcsen(f(x)) + C

Ademas, se proporcionaron las siguientes férmulas para
cada uno de los dos grupos:

Grupo |

APENDICE B

Algoritmo 1. Algoritmo de la estrategia estudiada en este
trabajo para resolver Jf(x)g("’(x)dx.

if la integral es elemental then
usar férmulas elementales
else
if la integral es del tipo 1, 2 o 3 then
Seleccione fy g(n)
k0
repeat
k—k+1
Calcular f® diferenciando
Calcular g% integrando
until (f¥gi"-K integrable) or (fYgl"K) es un maltiplo
escalar de fo»
n <k
j fgin « fgfn= — frgln-2) 4 (=1)n-1) I fig
if la Ultima integral del lado derecho es calculable
then
Calcular la dltima integral
else
Resuelva para Ifg(”’
end if
else
Pruebe otro enfoque
end if
end if
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